
2. Četri fundamentalna podprostora

(2.01) Podprostori i linearne funkcije
Za linearnu funkciju f koja preslikava Rn u Rm, neka im(f) označava rang (ili sliku) funkcije f.

Tj. im(f) = {f(x) |x ∈ Rn} ⊆ Rm je skup svih ”slika” kad x uzima vrijednosti iz Rn.
Rang svake linearne funkcije f : Rn → Rm je podprostor od Rm, i svaki podprostor od Rm je

rang neke linearne funkcije.
Zbog ovog razloga, podprostor od Rm se nekad zovu linearni prostori. �

(2.02) Rang prostor
Rang prostor matrice A ∈ Matm×n(R) je, definisan kao, podprostor im(A) od Rm, koji je

generisan pomoću ranga funkcije f(x) = Ax. Tj.

im(A) = {Ax |x ∈ Rn} ⊆ Rm.

Slično, rang od A> je podprostor of Rn definisan sa

im(A>) = {A>y |y ∈ Rm} ⊆ Rn.

Kako je im(A) skup svih ”slika” vektora x ∈ Rm pod transformacijom A, nekad se u literaturi
im(A) zove slika prostor od A. �

(2.03) Kolona i red prostor
Za A ∈ Matm×n(R), sljedeće tvrdnje su tačne.
(i) im(A) = prostor generisan pomoću kolona matrice A (kolona prostor).
(ii) im(A>) = postor generisan pomoću redova matrice A (red prostor).
(iii) b ∈ im(A)⇔ b = Ax za neki x.
(iv) a ∈ im(A>)⇔ a> = y>A za neki y>. �

(2.04) Jednaki rang prostori
Za dvije matrice A i B istog oblika:

(i) im(A>) = im(B>) ako i samo ako A
red∼ B.

(ii) im(A) = im(B) ako i samo ako A
kol∼ B. �

(2.05) Generatori za red prostor i rang prostor
Neka je A matrica oblika m× n, i neka je U matrica u red ešelon obliku dobijena iz A.

Generatori za red i kolona prostor su sljedeći:
(i) Nenula redovi od U generǐsu im(A>).
(ii) Osnovne kolone u A generǐsu im(A). �

(2.06) Nulaprostor ili jezgro
(i) Za m× n matricu A, skup

ker(A) = {x |Ax = 0} ⊆ Rn

zovemo nulaprostor ili jezgro matrice A. Drugim riječima, ker(A) je jednostavno skup svih rješenja
homogenog sistema Ax = 0.

(ii) Skup
ker(A>) = {y |A>y = 0} ⊆ Rm

zovemo naulaprostor sa lijeve strane matrice A, zato što je ker(A>) skup svih riješenja lijevog

homogenog sistema y>A = 0>. �



(2.07) Generator za nulaprostor
Da bi odredili generator skup za nulaprostor ker(A), gdje je rang(Am×n) = r, pomoću red

operacija reduciramo matricu A na red ešelon oblik U, i onda riješimo sistem Ux = 0. Osnovne
varijable ćemo napisati pomoću slobodnih varijabli i time kreirati opšte rješenje sistema Ax = 0 u
obliku

x = xf1h1 + xf2h2 + ...+ xfn−rhn−r.

Prema definiciji skup H = {h1,h2, ...,hn−r} generǐse ker(A). Štavǐse, može se dokazati da je H
jedinstven u smislu da je H nezavisan od oblika red ešelon matrice U.
(Opisana procedura je specijalni slučaj Kroneker-Kapelijeve metode za rješavanje sistema linearnih
jednačina, koja je poznata iz Uvoda u linearnu algebru). �

(2.08) Nula nulaprostor
Ako je A m× n matrica, tada
(i) ker(A) = {0} ako i samo ako rang(A) = n;
(ii) ker(A>) = {0} ako i samo ako rang(A) = m;

�

(2.09) Nulaprostor sa lijeve strane
Ako je rang(Am×n) = r, i ako PA = U, gdje je P nesingularna i U je u red ešelon obliku, tada

najmanje m− r redova u P generǐsu lijevi nulaprostor matrice A. Drugim riječima, ako je

P =

(
P1

P2

)
gdje je matrica P2 oblika (m− r)×m, tada

ker(A>) = im(P>2 ).

�

(2.10) Jednakost nulaprostora
Za dvije matrice A i B istog oblika

(i) ker(A) = ker(B) ako i samo ako A
red∼ B.

(ii) ker(A>) = ker(B>) ako i samo ako A
kol∼ B.

�

(2.11) Sažetak
Četri fundamentalna podprostora pridružena matrice A su sljedeća.

• Rang ili kolona prostor: im(A) = {Ax} ⊆ Rm.
• Red prostor ili rang prostor sa lijeve strane: im(A>) = {A>y} ⊆ Rn.
• Nulaprostor (ili jezgro): ker(A) = {x |Ax = 0} ⊆ Rn.
• Nulaprostor sa lijeve strane: ker(A>) = {y |A>y = 0} ⊆ Rm.

Neka je P nesingularna matrica takva da je PA = U, gdje je U u red ešelon obliku, i
pretpostavimo da je rang(A) = r.
• Generator skup za im(A) = osnovne kolone u A.
• Generator za im(A>) = nenula redovi u U.
• Generator za ker(A) = vektori hi u opštem rješenju sistema Ax = 0.
• Generator za ker(A>) = najmanje m− r redova iz P.

Ako su A i B istog oblika, tada

• A red∼ B ⇔ ker(A) = ker(B) ⇔ im(A>) = im(B>).

• A kol∼ B ⇔ im(A) = im(B) ⇔ ker(A>) = ker(B>). �





























(ova stranica je ostavljena prazna)
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